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Аннотация 

В статье рассматривается фундаментальная роль теории чисел в современной 

криптографии и системах обеспечения информационной безопасности. 

Исследуются математические основания криптографических примитивов, 

включающих односторонние функции, алгоритмы шифрования с открытым 

ключом, протоколы электронной подписи, методы распределения ключей и схемы 

защиты коммуникационных систем в условиях растущих угроз. Особое внимание 

уделяется структурам целых чисел, свойствам простых чисел, модульной 

арифметике, задачам факторизации, дискретного логарифмирования, построению 

эллиптических кривых и системам на их основе. Отдельно анализируются 

современные направления постквантовой криптографии и возможности 

устойчивых схем на основе решёток, многомерных алгебраических конструкций 

и изогений эллиптических кривых. 

Статья демонстрирует, что теория чисел остаётся фундаментом математической 

криптографии, определяя степень стойкости криптосистем, параметры 

безопасности и архитектуру криптографических протоколов. Рассматриваются 

также вопросы вычислительной сложности, алгоритмических атак и 

математической эволюции угроз, связанных с развитием квантовых компьютеров 

и современных методов перебора. 
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Введение 

Современная информационная среда формируется в условиях стремительного 

роста цифровых данных, расширения границ сетевого взаимодействия, 

усложнения коммуникационных систем и динамичного развития технологий 
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искусственного интеллекта. Информационная безопасность становится одним из 

ключевых факторов устойчивости государственных, корпоративных и личных 

систем управления информацией. В этих условиях криптография, основанная на 

математических принципах, выступает фундаментом защиты данных, 

обеспечивая конфиденциальность, аутентичность, целостность, доступность 

информации и устойчивость инфраструктуры к внешним угрозам. 

Особенность криптографии как научной дисциплины заключается в её теснейшей 

связи с теорией сложных математических объектов. Наиболее глубокие и 

устойчивые криптографические схемы построены на свойствах целых чисел, 

простых чисел, кратных структур, комбинаторных свойств групп и колец, 

многообразий и алгебраических систем. Традиционные системы шифрования, 

такие как RSA, алгоритм Диффи — Хеллмана, различные модификации 

дискретного логарифмирования и эллиптические криптосистемы, используют 

свойства чисел, чья структура обеспечивает односторонность преобразований, 

невозможность обратного вычисления и защиту от аналитических методов 

взлома. 

Теория чисел, являясь одной из древнейших областей математики, неожиданно 

приобрела признание как ключевой инструмент обеспечения безопасности 

цифровых коммуникаций. Её методы лежат в основе протоколов безопасного 

обмена ключами, цифровой подписи, аутентификации, защиты каналов связи, 

электронных платежных систем, прав интеллектуальной собственности, 

распределённых реестров и блокчейнов. 

С развитием квантовых вычислений перед криптографией встают новые вызовы. 

Алгоритм Шора, позволяющий эффективно факторизовать большие числа и 

вычислять дискретный логарифм, ставит под угрозу классическую криптографию. 

В этой связи на первый план выходят схемы, основанные на других 

математических структурах: решётках, кодах, многомерных кольцах и изогениях 

эллиптических кривых. Однако даже в этих схемах теория чисел продолжает 

играть центральную роль, задавая топологию пространства, свойства 

алгебраических структур и вычислительную сложность. 

Цель статьи — дать фундаментальный анализ роли теории чисел в криптографии, 

показать её ключевые механизмы, продемонстрировать актуальные проблемы и 

перспективы развития криптографической науки в условиях глобальной 

цифровизации. 

Теория чисел как основа криптографического моделирования 

Теория чисел изучает свойства целых чисел, их разложений, делимости, 

поведения в различных алгебраических структурах. Основные разделы, 

оказывающие влияние на криптографию, включают арифметику простых чисел, 

модульную арифметику, теорию групп, поля Галуа, свойства многочленов, 

алгебраические кривые и структуры конечных полей. 
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Самым важным объектом криптографии является множество простых чисел, 

обладающее уникальными свойствами распределения. Простые числа лежат в 

основе построения полей вычетов, групп умножения по модулю, циклических 

групп и сложных алгебраических объектов. Сложность вычисления факторизации 

больших составных чисел с двумя простыми множителями определяет 

безопасность RSA, а трудность вычисления дискретного логарифма в поле 

простого модуля или в группе точек эллиптической кривой обеспечивает 

безопасность алгоритмов Диффи — Хеллмана и эллиптической криптографии. 

Одним из фундаментальных принципов теории чисел является асимметрия между 

лёгкостью прямых вычислений и трудностью обратных. Операции умножения, 

возведения в степень, вычисления модульных вычетов являются полиномиально 

сложными. Однако обратные операции — факторизация, нахождение дискретных 

логарифмов, обращение односторонних функций — имеют субэкспоненциальную 

или экспоненциальную сложность. Эта асимметрия и определяет стойкость 

криптосистем. 

Важнейшее значение имеет построение числовых полей, циклических структур, 

примитивных корней, свойств мультипликативных групп, поведения чисел в 

сравнительно-простых алгебраических системах. Методы теории чисел 

позволяют формировать параметры криптосистем так, чтобы они обеспечивали 

максимальную стойкость при минимальных вычислительных затратах. 

Модульная арифметика: структурные основы криптографических 

алгоритмов 

Модульная арифметика является фундаментом цифровой криптографии. В 

системах шифрования и подписи используются групповые операции в кольцах 

вычетов и полях Галуа. Одним из центральных объектов является поле вычетов 

по простому модулю. В этом поле операции сложения и умножения сохраняют 

свойства поля, что обеспечивает отсутствие неоднозначности вычислений, 

возможность обращения элементов и определённое поведение алгебраических 

операций. 

Возведение чисел в степень по модулю является ключевым преобразованием в 

криптографических протоколах. Такая операция легко вычисляется при помощи 

метода бинарного экспоненцирования, однако её обратная операция — 

вычисление дискретного логарифма — является вычислительно трудной. 

Особое значение имеют числа Кармайкла, функции Эйлера и порядок элемента в 

группе. Функция Эйлера определяет количество элементов, взаимно простых с 

модулем, и используется при вычислении ключей RSA. Функция Кармайкла 

определяет экспоненту, при которой все элементы группы умножения по модулю 

возвращаются к единице, и позволяет оптимизировать вычисления. 
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Групповая структура модульной арифметики также определяет поведение 

операций в криптосистемах. При выборе параметров важно оценивать наличие 

малых подгрупп, устойчивость к атакам типа Pollard-rho, параметры циклических 

групп и характеристики поля. 

Простые числа, генерация простых чисел и безопасность криптосистем 

Стойкость криптографии зависит от способности системы генерировать простые 

числа большой размерности. Простые числа выступают ключевым элементом для 

построения открытых и закрытых ключей, модулей шифрования и 

алгебраических структур. Генерация случайных простых чисел требует 

применения вероятностных тестов, таких как Миллера — Рабина, Соловея — 

Штрассена, которые позволяют быстро и эффективно проверять кандидаты на 

простоту. 

Криптографические алгоритмы требуют генерации простых чисел длиной в сотни 

и тысячи бит. Например, RSA использует модуль порядка 2048–4096 бит, что 

требует работы с простыми числами длиной около 1000–2000 бит. Генерация 

таких чисел является задачей высокой вычислительной сложности, однако 

благодаря вероятностным алгоритмам возможна в разумное время. 

Глубокие вопросы распределения простых чисел, такие как гипотеза Римана и 

поведение простых чисел в арифметических прогрессиях, оказывают важное 

теоретическое влияние на криптографию. Хотя эти проблемы остаются 

нерешёнными, криптография строится на предположении, что распределение 

простых чисел не имеет скрытых закономерностей, позволяющих предсказать 

структуру больших модулей. 

Также важным является использование чисел специального вида, например, 

простых чисел Софи Жермен, простых Мерсенна, псевдопростых чисел и чисел 

безопасного типа, которые обладают особой структурой и используются в 

построении циклических групп высокого порядка. 

Односторонние функции, факторизация и RSA 

Система RSA является одной из первых и наиболее известных криптосистем с 

открытым ключом. Её математический фундамент основан на трудности 

факторизации больших составных чисел. RSA использует модуль, 

представляющий собой произведение двух простых чисел, а вычисление 

закрытого ключа требует знания произведённых множителей. Если факторизация 

невозможна, то вычисление закрытого ключа остаётся недостижимой задачей для 

злоумышленника. 

Односторонность RSA основана на том, что операция возведения в степень по 

модулю легко вычисляется, в то время как факторизация — экспоненциально 

сложная задача. 
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Методы атаки RSA связаны с поиском слабых параметров. Если простые числа 

слишком близки друг к другу, имеют определённую структуру или обладают 

малой энтропией, то факторизация возможна при помощи специализированных 

алгоритмов. Современные атаки используют методы квадратичного решета, 

решета числового поля и алгоритмы вычисления факторизации на больших 

вычислительных полях. 

С появлением квантовой криптографии RSA потерял абсолютную устойчивость, 

поскольку квантовый алгоритм Шора способен эффективно факторизовать 

большие числа. Это требует перехода от RSA к новым криптосистемам, 

обладающим устойчивостью к квантовым атакам. 

Задача дискретного логарифмирования и криптографические протоколы 

Диффи — Хеллмана 

Дискретный логарифм является ключевой задачей криптографии. Протокол 

Диффи — Хеллмана позволяет двум пользователям обмениваться секретными 

ключами по открытому каналу, не раскрывая их злоумышленнику. Основа 

протокола — вычислительная трудность нахождения дискретного логарифма в 

конечной группе. 

Если известны числа g, ga и gb по модулю p, но неизвестны значения a и b, то 

вычислить общий секрет gab крайне трудно. Это свойство используется при 

построении ключевых протоколов, систем аутентификации и алгоритмов 

подписей. 

Трудность дискретного логарифма зависит от размера поля, структуры группы и 

параметров модуля. В больших простых полях эта задача имеет 

субэкспоненциальную сложность. Однако современные методы, такие как 

алгоритм Полларда и метод числового поля, позволяют атаковать параметры с 

недостаточной длиной ключей. 

Эллиптические кривые как фундамент современного криптографического 

проектирования 

Эллиптические кривые стали стандартом для построения криптосистем нового 

поколения. В отличие от традиционных протоколов, основанных на больших 

числах, криптография на эллиптических кривых позволяет использовать 

значительно меньшие ключи при высокой степени защиты. Например, 256-

битный ключ в эллиптической криптографии обеспечивает уровень безопасности, 

эквивалентный RSA-ключу длиной 3072 бита. 

Теория эллиптических кривых является одним из наиболее современных 

инструментов теории чисел. Она включает изучение алгебраических кривых, 

групп точек на этих кривых, полей Галуа и сложных структур многочленов.  
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Особенность эллиптических кривых заключается в том, что группа точек на 

кривой обладает особой топологией, обеспечивающей трудность вычисления 

дискретного логарифма. 

Алгоритмы на эллиптических кривых применяются для шифрования, цифровой 

подписи, распределения ключей, аутентификации и формирования защищённых 

протоколов. Среди них ECDH, ECDSA и различныe модификации, использующие 

кривые стандарта NIST, Curve25519, Curve448 и другие. 

Постквантовая криптография и пределы теории чисел 

Развитие квантовых вычислений создаёт угрозу для классической криптографии. 

Если квантовые компьютеры достигнут достаточного уровня мощности, все 

криптосистемы, основанные на факторизации и дискретном логарифме, станут 

уязвимыми. 

Однако теория чисел продолжает играть центральную роль в развитии 

постквантовой криптографии. Большинство перспективных постквантовых схем 

основаны на многомерных решётках, структурах многочленов, кодах и изогениях. 

Теория решёток использует методы линейной алгебры и геометрии чисел, 

позволяя строить схемы с высокой вычислительной сложностью. 

Постквантовые криптосистемы, такие как NTRU, CRYSTALS-Kyber, Dilithium и 

схемы на основе изогений эллиптических кривых, применяют глубокие свойства 

многомерных числовых структур. Несмотря на их новизну, фундаментальные 

концепции теории чисел остаются определяющим фактором их устойчивости. 

Информационная безопасность как система применения теоретико-

числовых методов 

Теория чисел применяется в широком спектре задач информационной 

безопасности, включая цифровые подписи, аутентификацию, контроль 

целостности, управление ключами, шифрование данных, протоколы доверия и 

блокчейн. 

Цифровая подпись требует односторонних функций с ловушкой, основанных на 

факторизации или дискретном логарифме. Аутентификация использует 

протоколы с односторонним хешированием. Контроль целостности данных 

основывается на свойствах хеш-функций, которые включают теоретико-числовые 

структуры при построении алгоритмов SHA и GOST. 

Блокчейн и распределённые реестры применяют эллиптические кривые, хеш-

функции, схемы доказательств с нулевым разглашением, которые также основаны 

на арифметике чисел. 
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Таким образом, теория чисел является фундаментальной основой всех систем 

информационной безопасности, определяющей устойчивость современных 

цифровых коммуникаций. 

Заключение 

Теория чисел занимает центральное место в современной криптографии и 

информационной безопасности. Её методы формируют математический 

фундамент односторонних функций, криптографических протоколов, систем 

распределения ключей, цифровых подписей и алгоритмов шифрования. 

Сложность задач факторизации, дискретного логарифмирования и вычисления 

инвариантов алгебраических структур определяет стойкость криптографии. 

Развитие квантовых вычислений требует создания новых схем на основе решёток, 

кодов и изогений, но фундаментальная роль теории чисел остаётся неизменной. 

Современная криптография представляет собой синтез теории чисел, алгебры, 

геометрии и вычислительной математики, и её продвижение невозможно без 

глубокого исследования числовых структур. В условиях цифровой 

трансформации общества теория чисел становится не только теоретической 

дисциплиной, но и практическим инструментом обеспечения глобальной 

информационной безопасности. 
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