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Аннотация 

Дифференциальные уравнения являются основным математическим 

инструментом для моделирования процессов в физике, инженерии, биологии и 

финансах. Невозможность получения аналитического решения для большинства 

нелинейных и многомерных уравнений диктует необходимость постоянного 

совершенствования численных методов. Данная работа анализирует актуальные 

направления в разработке новых вычислительных схем. Особое внимание 

уделяется преодолению классических проблем устойчивости и точности, в том 

числе для жестких систем уравнений, а также развитию высокоточных и 

компактных схем. Рассматривается роль адаптивных сеточных технологий и 

интеграция методов машинного обучения, в частности, физически 

информированных нейронных сетей, в процесс численного решения. Обзор 

подчеркивает переход от традиционных дискретизационных методов к 

гибридным парадигмам, обеспечивающим более высокую вычислительную 

эффективность и точность. 
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Введение 

Дифференциальные уравнения, как обыкновенные, так и в частных производных, 

составляют основу количественного описания динамических систем. От 

прогнозирования погоды до проектирования ядерных реакторов, от 

моделирования распространения эпидемий до оценки финансовых рисков — 

везде требуется их решение.  
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Однако аналитические решения доступны лишь для узкого класса упрощенных 

задач. Следовательно, краеугольным камнем прикладной математики является 

разработка численных методов. Традиционные подходы, такие как метод 

конечных разностей и метод конечных элементов, сформировали базу 

вычислительной физики и инженерии. Тем не менее, растущая сложность моделей 

— многомасштабность, нелинейность, необходимость учета стохастических 

факторов — требует создания новых, более эффективных и устойчивых 

вычислительных схем. Основные вызовы, стоящие перед современными 

численными методами, сосредоточены на повышении порядка точности без 

потери устойчивости и эффективном решении так называемых жестких систем. 

Классификация и Проблемы Стандартных Методов 

Стандартные численные методы для решения дифференциальных уравнений 

классифицируются по множеству признаков, включая область применения, вид 

дискретизации и условия устойчивости. 

Методы дискретизации. Метод конечных разностей заменяет производные в 

уравнении на их разностные аппроксимации на фиксированной сетке. Этот метод 

прост в реализации, но имеет сложности при работе со сложными 

геометрическими областями. Метод конечных элементов использует кусочно-

полиномиальные функции для аппроксимации решения и более гибок в 

отношении геометрии, но требует более сложной алгебраической структуры. 

Устойчивость и жесткость. Одной из центральных проблем является жесткость 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Жесткая система 

характеризуется тем, что ее решение содержит компоненты с очень разными 

временными масштабами. Использование явных численных методов для таких 

систем требует чрезвычайно малого шага интегрирования для сохранения 

устойчивости, что делает расчеты непрактичными. Неявные методы, напротив, 

обладают безусловной устойчивостью, но требуют решения системы 

алгебраических уравнений на каждом временном шаге, что увеличивает 

вычислительную сложность. 

Развитие Нестандартных Схем 

Современная вычислительная математика сосредоточена на преодолении 

компромисса между точностью, устойчивостью и вычислительной 

эффективностью. 

Высокоточная аппроксимация. Разработка высокоточных схем — схем 

четвертого, пятого и более высоких порядков точности — позволяет использовать 

большие шаги по времени и пространству, сохраняя при этом приемлемую 

ошибку. К таким методам относятся компактные разностные схемы, которые 

используют большее число узлов сетки для аппроксимации производных, что 

повышает порядок точности при минимальном расширении шаблона.  
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Также актуальны методы Рунге-Кутты высоких порядков для обыкновенных 

дифференциальных уравнений. 

Решение жестких систем. Для жестких систем активно развиваются 

специализированные подходы, не требующие итерационного решения неявных 

систем на каждом шаге. К ним относятся методы Розенброка, которые используют 

линеаризацию неявной части для достижения высокой устойчивости при 

меньших вычислительных затратах по сравнению с полностью неявными 

схемами. Также перспективным является использование так называемых 

экспоненциальных интеграторов, которые точно учитывают линейную часть 

жесткого уравнения, решая лишь нелинейные возмущения. 

Методы Сетчатых Функций и Адаптивные Сетки 

Важной областью исследований является не сам алгоритм, а способ, которым 

дискретизируется область решения, что особенно важно для задач с локальными 

особенностями. 

Адаптивное сгущение сетки. Методы адаптивного сгущения сетки являются 

ключевым инструментом для повышения эффективности. Вместо использования 

равномерной сетки по всей области, которая требует огромного числа узлов для 

достижения высокой точности, адаптивная сетка автоматически сгущается только 

в тех областях, где решение имеет резкие градиенты или особенности, например, 

ударные волны или пограничные слои. Это позволяет значительно сократить 

общее число вычислений, сохраняя при этом высокую локальную точность. 

Методы без сетки. Растущий интерес вызывают методы, которые полностью 

обходятся без традиционной сетки. Методы сглаженных частиц и методы 

безсеточной Галеркина аппроксимируют решение, используя локальные базисные 

функции, центры которых могут двигаться вместе с областью решения. Эти 

подходы обладают исключительной гибкостью для моделирования динамических 

границ и сильно деформирующихся областей, что является сложной задачей для 

классических сеточных методов. 

Стохастические Дифференциальные Уравнения 

Моделирование процессов с элементами случайности, таких как движение 

финансовых рынков или турбулентность, требует решения стохастических 

дифференциальных уравнений. Для них требуются специализированные 

численные методы. 

Схемы для стохастических уравнений. Для стохастических уравнений, помимо 

обычного временного шага, необходимо аппроксимировать стохастический 

интеграл. Классическая схема Эйлера-Маруямы является аналогом явной схемы 

Эйлера и имеет порядок сходимости, более низкий, чем для детерминированных 

уравнений. Для повышения точности используются схемы типа Мильштейна.  
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Главное отличие состоит в том, что для стохастических уравнений часто 

различают сильную сходимость — сходимость траекторий, и слабую сходимость 

— сходимость математических ожиданий. Выбор схемы зависит от того, что 

именно должно быть точно воспроизведено. 

Машинное Обучение в Численных Методах 

Последнее десятилетие ознаменовалось прорывом в интеграции глубокого 

обучения и численного анализа, предлагая принципиально новую парадигму 

решения дифференциальных уравнений, которая отходит от классической 

дискретизации. Нейронные сети, благодаря своей исключительной 

аппроксимирующей способности, превращаются из инструмента для анализа 

данных в средство для решения сложных физических и инженерных задач. Эта 

конвергенция вычислительной математики и искусственного интеллекта 

направлена на преодоление таких фундаментальных проблем, как проклятие 

размерности, присущее высокоразмерным задачам, и необходимость в огромных 

вычислительных ресурсах для обеспечения высокой точности. 

Физически информированные нейронные сети 

Физически информированные нейронные сети представляют собой новый класс 

моделей, которые используют нейронные сети для аппроксимации решения 

дифференциального уравнения. В отличие от традиционных моделей глубокого 

обучения, которые обучаются исключительно на размеченных данных, эти сети 

включают в процесс обучения сами законы физики, выраженные в форме 

дифференциальных уравнений. 

Функция потерь сети. Это достигается за счет оригинальной конструкции 

функции потерь, которая состоит из двух основных компонентов. Первый 

компонент — это ошибка данных, которая включает ошибку по граничным и 

начальным условиям. Она гарантирует, что аппроксимация, предоставляемая 

нейронной сетью, совпадает с известными значениями решения на границах и в 

начальный момент времени. Второй компонент — это ошибка физики, которая 

связана с тем, насколько решение сети удовлетворяет самому 

дифференциальному уравнению во всех внутренних точках области. Для 

вычисления этого компонента используется автоматическое дифференцирование, 

которое позволяет получить производные нейронной сети по ее входным данным. 

Автоматическое дифференцирование обходит необходимость в явном конечно-

разностном приближении, которое лежит в основе классических численных 

методов и является источником ошибки дискретизации. Это позволяет сети 

обучаться без больших объемов размеченных данных, используя в качестве 

регуляризатора физические законы, заложенные в дифференциальном уравнении. 

Преимущества и интерпретация. Этот подход обещает революцию в решении 

сложных многомерных задач, где традиционные методы сталкиваются с 

проклятием размерности, требуя экспоненциально растущего числа узлов сетки.  
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Поскольку нейронная сеть аппроксимирует решение как непрерывную функцию, 

отпадает необходимость в явном построении сетки, что значительно упрощает 

работу с нерегулярными и сложными геометрическими областями. Сеть 

фактически находит функцию, которая удовлетворяет уравнению и условиям, 

вместо того чтобы вычислять решение только в дискретных узлах. Это 

обеспечивает бессеточный подход к решению уравнений в частных производных. 

Связанные подходы и приложения 

Помимо физически информированных нейронных сетей, активно развиваются и 

другие гибридные методы, расширяющие парадигму. 

Глубокие методы Галеркина и нейронные операторы. Глубокие методы 

Галеркина используют нейронные сети для выбора базисных функций в методе 

Галеркина, обеспечивая более эффективную аппроксимацию решения. 

Нейронные операторы, напротив, стремятся научить сеть отображать само 

дифференциальное уравнение на его решение. Это значит, что они учатся 

отображать не конкретную функцию, а оператор, что позволяет быстро решать 

целый класс уравнений, а не только одно конкретное уравнение с 

фиксированными параметрами. Это обеспечивает возможность моментального 

решения задач с меняющимися коэффициентами или граничными условиями без 

переобучения сети, что имеет огромное значение для моделирования в реальном 

времени. 

Решение обратных задач. Численные методы, информированные машинным 

обучением, особенно эффективны при решении обратных задач, например, при 

восстановлении неизвестных параметров или коэффициентов 

дифференциального уравнения, таких как коэффициенты диффузии или 

конвекции, на основе неполных или зашумленных данных наблюдений. В этом 

случае ошибка физики остается, но ошибка данных включает сравнение 

предсказания сети с наблюдаемыми данными, позволяя оптимизатору 

одновременно настраивать веса сети и значения неизвестных параметров. Эта 

способность решать как прямые, так и обратные задачи в единой 

оптимизационной структуре делает гибридные методы мощным инструментом 

для научных открытий, калибровки моделей и инженерии. 

Заключение 

Разработка новых численных методов для дифференциальных уравнений остается 

динамичной областью исследований. Прогресс движется по двум основным 

направлениям: углубление классических подходов через создание высокоточных 

и безусловно устойчивых схем для жестких систем, а также революционные 

изменения, связанные с интеграцией адаптивных и бессеточных технологий, а 

также методов машинного обучения. Последнее направление открывает 

возможности для эффективного решения многомерных и стохастических задач, 

которые ранее считались нерешаемыми.  
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Будущее вычислительной математики связано с разработкой гибридных 

алгоритмов, которые сочетают математическую строгость классических методов 

с гибкостью и аппроксимирующими способностями нейронных сетей. 
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