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Аннотация 
В статье рассматриваются ключевые аспекты применения численных методов в 

машинном обучении. Особое внимание уделяется алгоритмам оптимизации, 

решению систем линейных и нелинейных уравнений, а также методам численного 

интегрирования и дифференцирования, используемым для обучения моделей. 

Приводятся примеры практического применения численных подходов в линейной 

регрессии, нейронных сетях, градиентном спуске и методах понижения 

размерности данных. Подчеркивается важность точности вычислений, 

устойчивости алгоритмов и их адаптации к большим объемам данных. 
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Введение 

Машинное обучение представляет собой совокупность методов и алгоритмов, 

позволяющих компьютерам обучаться на основе данных без явного 

программирования. В основе обучения большинства моделей лежат численные 

методы, обеспечивающие решение сложных вычислительных задач, таких как 

оптимизация функции потерь, расчет градиентов и обработка больших матриц. 

Численные методы позволяют минимизировать ошибки аппроксимации, ускорять 

сходимость алгоритмов и обеспечивать устойчивость обучения. Современные 

вычислительные платформы и библиотеки, такие как TensorFlow, PyTorch и 

NumPy, реализуют эффективные численные алгоритмы, что делает их 

незаменимыми в исследовательской и прикладной практике. 
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Основные численные методы в машинном обучении 

Численные методы занимают фундаментальное место в машинном обучении, 

обеспечивая эффективное и точное решение вычислительных задач, 

возникающих при обучении моделей, обработке больших данных и оптимизации 

сложных функций. Их использование критически важно как для классических 

алгоритмов, так и для современных методов глубокого обучения. Основные 

направления применения численных методов включают решение систем 

уравнений, численную оптимизацию, интегрирование и дифференцирование, а 

также работу с матрицами и линейной алгеброй. 

Решение систем линейных и нелинейных уравнений 

Большинство задач машинного обучения сводится к нахождению оптимальных 

параметров модели через решение систем уравнений. Например, линейная 

регрессия требует решения нормальных уравнений для определения 

коэффициентов модели, а метод наименьших квадратов оптимизирует функцию 

потерь. 

Для малых систем применяется аналитическое решение, но для больших данных 

и высокоразмерных моделей, особенно в задачах обработки изображений, речи и 

больших текстовых массивов, необходимы итерационные численные методы. К 

таким методам относятся: 

Метод Якоби — простой итеративный алгоритм для линейных систем, удобный 

для параллельной реализации, особенно на графических процессорах. 

Метод Гаусса-Зейделя — улучшенная версия метода Якоби с более высокой 

скоростью сходимости. 

Метод сопряженных градиентов — эффективный для разреженных и 

симметричных положительно определённых матриц, широко используется при 

обучении линейных моделей на больших данных. 

Для нелинейных моделей, включая нейронные сети и ансамбли деревьев, 

применяются численные методы нелинейной оптимизации, такие как метод 

Ньютона, квазиньютоновские методы (BFGS) и вариационные алгоритмы, 

позволяющие корректировать веса модели на основе сложных функций потерь. 

Применение этих методов обеспечивает точное нахождение решения, 

устойчивость алгоритмов к шуму в данных и ускоряет сходимость моделей. 

Методы численной оптимизации 

Оптимизация является центральной задачей машинного обучения: все модели 

стремятся минимизировать функцию потерь. К численным методам оптимизации 

относятся: 
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Градиентный спуск — базовый метод, где параметры модели обновляются в 

направлении отрицательного градиента функции потерь. 

Стохастический градиентный спуск — разновидность градиентного спуска, где 

обновления выполняются на мини-батчах данных, что позволяет обрабатывать 

большие наборы данных и уменьшать вычислительные затраты. 

Адаптивные методы — усовершенствованные методы, которые учитывают 

моменты градиента и адаптивно корректируют шаг обучения для каждой 

переменной модели. 

Численные аспекты оптимизации включают точное вычисление градиентов, 

контроль ошибок округления и стабилизацию шагов обучения. Ошибки 

округления могут накапливаться при обучении глубоких нейронных сетей, 

поэтому современные реализации используют смешанную точность и численные 

трюки для повышения устойчивости. 

Численное интегрирование и дифференцирование 

Численное интегрирование и дифференцирование применяются в динамических 

моделях, дифференциальных уравнениях и при обучении нейронных сетей через 

обратное распространение ошибки. 

Методы интегрирования: метод Эйлера, методы Рунге-Кутта и их модификации 

позволяют аппроксимировать интегралы в задачах прогнозирования, 

моделирования временных рядов и нейросетевых динамических систем. 

Методы дифференцирования: конечные разности, численное 

дифференцирование и автоматическое дифференцирование (automatic 

differentiation) используются для вычисления градиентов сложных функций 

потерь, включая многослойные нейронные сети. 

Численное дифференцирование обеспечивает высокую точность, минимизирует 

накопление ошибок и позволяет корректно рассчитывать градиенты для 

миллионов параметров, что критично в глубоких моделях. 

Работа с матрицами и линейной алгеброй 

Матричные вычисления лежат в основе всех алгоритмов машинного обучения. 

Операции с матрицами включают: 

Умножение и транспонирование матриц — ключевые операции для линейных 

моделей, нейронных сетей и преобразований данных. 

Разложение на сингулярные значения — используется для снижения 

размерности данных, решения некорректно обусловленных систем уравнений и 

улучшения стабильности обучения. 
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Инверсия матриц и вычисление собственных чисел — критично для 

алгоритмов на основе линейной алгебры, включая PCA, LDA и регрессионные 

модели. 

Численные алгоритмы для работы с разреженными и плотными матрицами 

позволяют эффективно обрабатывать большие наборы данных, снижая нагрузку 

на память и ускоряя вычисления. Использование специализированных библиотек, 

таких как NumPy, SciPy, cuBLAS и Eigen, делает эти методы практично 

применимыми на больших вычислительных платформах. 

Применение численных методов в популярных моделях 

Численные методы находят широкое применение во всех областях машинного 

обучения, обеспечивая точность вычислений, ускорение сходимости алгоритмов 

и эффективное использование вычислительных ресурсов. Они критически важны 

для построения регрессионных моделей, обучения нейронных сетей, понижения 

размерности данных и прогнозирования временных рядов. 

Линейная и полиномиальная регрессия 

Линейная регрессия является базовой моделью, направленной на 

прогнозирование зависимой переменной на основе набора независимых 

признаков. Для обучения модели необходимо минимизировать функцию потерь, 

например, среднеквадратичную ошибку (MSE). В задачах с небольшим числом 

признаков можно применять аналитическое решение через систему нормальных 

уравнений. 

Для больших объемов данных или высокоразмерных признаков применяются 

итерационные численные методы, такие как градиентный спуск, метод 

Ньютона или квазиньютоновские алгоритмы. Они позволяют корректировать 

коэффициенты модели постепенно, обеспечивая устойчивую сходимость даже 

при миллионах наблюдений. 

Полиномиальная регрессия расширяет линейную модель, включив степени 

признаков. Здесь численные методы критичны для решения сильно 

обусловленных систем уравнений, так как прямое аналитическое решение может 

быть нестабильным из-за мультиколлинеарности. Использование регуляризации 

(Lasso, Ridge) совместно с численными методами улучшает стабильность и 

обобщающую способность моделей. 

Нейронные сети и глубокое обучение 

Обучение нейронных сетей представляет собой итеративный процесс 

многократного вычисления градиентов и обновления весов по принципу 

обратного распространения ошибки (backpropagation). Для глубоких сетей, 

включающих десятки слоев и миллионы параметров, критически важно 

использовать численные методы для: 
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Точного вычисления производных сложных функций активации. 

Контроля ошибок округления при работе с малой точностью (mixed precision). 

Обеспечения стабильной сходимости алгоритмов через методы адаптивного 

градиента (Adam, RMSProp). 

Численные методы также применяются для регуляризации и оптимизации 

обучения, например, при решении задач с большим количеством локальных 

минимумов, где стандартный градиентный спуск может застрять. 

Методы понижения размерности и кластеризация 

Методы понижения размерности и кластеризации позволяют выявлять скрытые 

закономерности в данных и облегчать визуализацию и обработку. 

PCA (Principal Component Analysis) требует вычисления собственных значений 

и собственных векторов ковариационной матрицы. Для больших данных 

применяются итерационные численные методы, включая метод Якоби и 

алгоритмы разложения на сингулярные значения (SVD). 

t-SNE и LLE используют численные оптимизации для минимизации функции 

потерь, отражающей расстояния между точками в низкоразмерном пространстве. 

Кластеризация (K-means, DBSCAN) опирается на численные методы для 

итеративного вычисления центров кластеров и расстояний между точками, 

обеспечивая стабильные результаты даже при больших объемах данных. 

Использование численных методов делает возможной обработку миллионов 

объектов и десятков тысяч признаков на стандартных вычислительных ресурсах. 

Прогнозирование и временные ряды 

Численные методы интеграции и дифференцирования играют ключевую роль в 

моделировании временных рядов, включая экономические показатели, 

биометрические сигналы, климатические данные и прогнозирование спроса. 

Методы численного интегрирования, такие как Эйлера или Рунге-Кутта, 

позволяют моделировать динамику системы и учитывать накопление ошибок при 

дискретизации. 

Численные схемы дифференцирования применяются для вычисления 

скоростей изменения и ускорения показателей, что критично для адаптивных 

прогнозных моделей. 

В комбинации с алгоритмами машинного обучения, такими как рекуррентные 

нейронные сети (RNN, LSTM) и модели ARIMA, численные методы 

обеспечивают высокую точность прогнозов и устойчивость к шуму данных. 
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Применение этих методов позволяет строить гибкие и точные модели, 

учитывающие динамические изменения и сезонные колебания, что особенно 

важно для практических задач в экономике, медицине и инженерии. 

Программное обеспечение и вычислительные платформы 

Современные библиотеки и фреймворки реализуют численные методы в 

машинообучающих алгоритмах. NumPy и SciPy обеспечивают базовые линейные 

и нелинейные вычисления, TensorFlow и PyTorch — автоматическое 

дифференцирование и оптимизацию нейронных сетей, а специализированные 

платформы CUDA и OpenCL ускоряют вычисления на графических процессорах. 

Использование этих инструментов обеспечивает масштабируемость, 

стабильность и точность машинного обучения на больших объемах данных. 

Заключение 

Численные методы являются фундаментальной основой машинного обучения. 

Они позволяют решать сложные задачи оптимизации, вычислять производные и 

интегралы, обрабатывать большие массивы данных и работать с матрицами. 

Применение численных методов обеспечивает точность, устойчивость и 

эффективность алгоритмов, делая возможным обучение как простых моделей, так 

и глубоких нейронных сетей с миллионами параметров. Современные 

вычислительные платформы и библиотеки позволяют адаптировать численные 

методы под конкретные задачи, ускорять обучение и повышать качество 

прогнозов. Будущее машинного обучения тесно связано с развитием численных 

алгоритмов и их интеграцией в интеллектуальные системы, что открывает новые 

возможности для науки, промышленности и медицины. 
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