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Аннотация.  

В статье анализируются основные классы функциональных уравнений, 

рассматриваются классические и современные методы их решения, а также 

демонстрируются конкретные примеры аналитического и конструктивного 

подхода. Показано значение функциональных уравнений для смежных разделов 

математики, информатики и физики. Отмечены актуальные направления развития 

данной области, включая использование вычислительных алгоритмов и методов 

машинного обучения для поиска решений. 
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Введение 

Функциональные уравнения представляют собой уравнения, в которых 

неизвестной величиной является функция, а аргументы и значения этой функции 

связаны заданным соотношением. Исследование таких уравнений играет 

фундаментальную роль в развитии современной математики. Они встречаются в 

теории чисел, функциональном анализе, теории вероятностей, теории 

информации и математическом моделировании. 

Классические задачи, поставленные Коши, Йенсеном, Дарбуа и Кантором, 

положили начало формированию строгой теории функциональных уравнений. С 

развитием вычислительной техники и теории алгоритмов появилось новое 

направление — автоматизированный поиск решений и анализ устойчивости 

функциональных уравнений. 

Классические примеры и решения 

Аддитивное уравнение Коши. 

Одним из наиболее известных примеров является уравнение 
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                                         f(x+y)=f(x)+f(y),    ∀x,y ∈ R  

Если наложить условие непрерывности, то известна теорема Коши: 

Если f : R→R — непрерывная и удовлетворяет уравнению Коши, то f(x)=kx, где              

k ∈ R. 

Доказательство (кратко): 

Пусть f непрерывна. Тогда 

                                               f(nx)=nf(x)                   ∀n ∈ Z,  

и 

𝑓 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑓(𝑥)

𝑛
 

 

Из этих свойств и непрерывности выводится линейность f(x)= kx. 

Если же не требовать непрерывности, то существуют так называемые 

патологические решения, которые не выражаются в элементарной форме и 

строятся с использованием базиса Хамеля. 

Уравнение Йенсена. 

Другой классический пример: 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) =

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

Если f непрерывна, то решениями будут все функции вида 

                                                            f(x)=ax+b.  

Более того, если функция измерима по Лебегу, то также можно показать, что она 

обязана быть аффинной. 

Функциональное уравнение показательной функции. 

Определим функцию f по условию 

                                                     f(x+y)=f(x)⋅f(y),  

тогда для непрерывных положительных решений получаем 

                                               f(x)=ekx,          k ∈ R.  
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Современные методы решения 

Современные исследования используют комбинацию аналитических, 

алгебраических и вычислительных методов. Один из подходов заключается в 

применении операторного анализа: функциональное уравнение интерпретируется 

как уравнение на инвариантность относительно действия некоторой группы 

преобразований. Это особенно эффективно для функциональных уравнений на 

топологических группах и векторных пространствах. 

Другой важный подход — использование разложений в ряды. Например, если 

функция предполагается аналитической, можно подставить её разложение 

Тейлора 

 

                                                 

и приравнять коэффициенты при одинаковых степенях, что приводит к системе 

алгебраических уравнений для an. 

Численные методы активно применяются для поиска приближённых решений 

сложных нелинейных функциональных уравнений, где аналитические методы не 

работают. Здесь используются методы итераций, Ньютона–Канторовича, а также 

подходы на основе нейросетевых аппроксимаций. 

Пример решения нелинейного функционального уравнения 

Рассмотрим уравнение 

                                                       f(x+1)−f(x)=x.  

Ищем решение в виде многочлена f(x)=Ax2+Bx+C. Подставим: 

                                         A(x+1)2+B(x+1)+C−(Ax2+Bx+C)=x.  

Раскроем скобки: 

                                        A(x2+2x+1)+Bx+B+C−Ax2−Bx−C=x.  

Приведём подобные: 

                                                            2Ax+A+B=x.  

Следовательно,  

2𝐴 = 1   ⟹   𝐴 =  
1

 2
 и В =  −𝐴 =  −

1

 2
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Таким образом, 

                                                 

где C — произвольная константа. Это решение демонстрирует типичный метод 

подбора вида решения на основе полиномиальной гипотезы. 

Современные направления и перспективы 

Современные направления и перспективы исследований в области 

функциональных уравнений приобретают всё более междисциплинарный 

характер, объединяя достижения классического математического анализа, 

вычислительной математики, искусственного интеллекта и теории управления. 

Одной из наиболее динамично развивающихся областей является использование 

методов машинного обучения и глубоких нейронных сетей для поиска и 

аппроксимации решений функциональных уравнений. Такие алгоритмы 

позволяют восстанавливать скрытую функциональную зависимость по конечному 

набору данных, что особенно актуально при невозможности аналитического 

вывода решения. Нейросетевые модели, обученные на больших выборках, 

демонстрируют способность не только приближать решения с высокой 

точностью, но и выявлять скрытые симметрии, инварианты и структурные 

свойства уравнений, которые трудно обнаружить традиционными методами. 

Другим важным направлением является исследование устойчивости решений при 

малых возмущениях параметров — так называемая устойчивость по Уламу–

Хиерону. Данный аспект имеет принципиальное значение для прикладных задач, 

поскольку в реальных условиях измерения и расчёты всегда содержат ошибки и 

шумы. Понимание того, насколько сильно небольшие отклонения входных 

данных влияют на итоговое решение, позволяет гарантировать надёжность 

моделей, основанных на функциональных уравнениях, и применять их в 

инженерных, экономических и физических системах, где устойчивость и 

предсказуемость поведения являются критически важными характеристиками. 

Не менее значимым трендом является применение высокопроизводительных и 

распределённых вычислительных систем для решения многомерных 

функциональных уравнений, возникающих, например, в теории игр, экономике, 

математической биологии и теории оптимального управления. Параллельные 

алгоритмы и методы разбиения задач на подзадачи позволяют преодолевать 

вычислительные ограничения, связанные с «проклятием размерности», и 

существенно ускоряют процесс получения численных решений при больших 

объёмах данных и сложных граничных условиях. Это открывает возможность 

моделирования сложных многокомпонентных систем, поведение которых ранее 

невозможно было анализировать с достаточной точностью. 
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Перспективным направлением также считается интеграция символьных и 

численных алгоритмов в системах компьютерной алгебры. Такой гибридный 

подход даёт возможность автоматизировать процесс анализа и решения 

функциональных уравнений: символьные методы позволяют выполнять 

упрощения и находить аналитические преобразования, а численные — 

обеспечивают получение приближённых решений там, где аналитическое 

выражение отсутствует. В сочетании с методами машинного обучения подобные 

системы могут формировать адаптивные алгоритмы, которые подстраиваются под 

структуру конкретного уравнения, что значительно расширяет область их 

применения. 

Наконец, всё более актуальной становится интеграция функциональных 

уравнений в мультидисциплинарные модели, описывающие сложные процессы на 

стыке естественных и социальных наук — от моделирования биологических сетей 

и когнитивных систем до прогнозирования экономических и климатических 

изменений. Разработка универсальных математических платформ, сочетающих 

функциональные, дифференциальные и стохастические уравнения, 

рассматривается как стратегическое направление, способное задать новый вектор 

развития фундаментальных и прикладных исследований в математике и смежных 

дисциплинах. 

Применения функциональных уравнений 

Функциональные уравнения находят чрезвычайно широкое применение в 

различных областях фундаментальной и прикладной науки. Их универсальность 

объясняется тем, что они позволяют описывать зависимости между значениями 

функций в разных точках, что является естественным инструментом для 

моделирования процессов, обладающих рекурсивной или симметрийной 

структурой. 

Математический анализ и теория специальных функций. 

В классическом анализе функциональные уравнения лежат в основе построения и 

классификации многих специальных функций. Например, гамма-функция Γ(x) 

определяется функциональным уравнением Γ(x+1)=xΓ(x), а дзета-функция 

Римана ζ(s) удовлетворяет нетривиальному функциональному уравнению, 

связывающему ζ(s) и ζ(1−s). Подобные соотношения позволяют изучать 

аналитические продолжения функций, их полюса и поведение на комплексной 

плоскости. Это имеет важное значение в аналитической теории чисел, где 

функциональные уравнения помогают получать глубокие результаты о 

распределении простых чисел и нулях дзета-функций. 

Дифференциальные и интегральные уравнения. 

Функциональные уравнения часто возникают как предельные случаи или 

вспомогательные конструкции при анализе дифференциальных и интегральных 

уравнений.  
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Например, при исследовании уравнений с запаздыванием и уравнений типа 

Вольтерры используются функциональные зависимости от значений функций в 

прошлых моментах времени. Такие уравнения применяются в биологии 

(моделирование популяционной динамики), медицине (описание 

фармакокинетики) и экономике (учёт лагов в моделях спроса и предложения). 

Динамическое программирование и теория управления. 

Классическим примером функционального уравнения прикладного характера 

является уравнение Беллмана, описывающее оптимальное поведение системы в 

задаче динамического программирования. Оно имеет вид 

                                        

где V(x) — функция ценности, u — управляющее воздействие, а γ— коэффициент 

дисконтирования. Решение уравнения Беллмана лежит в основе современных 

алгоритмов обучения с подкреплением, широко применяемых в робототехнике, 

эконометрике, финансовом анализе и оптимизации логистических процессов. 

В теории оптимального управления также встречаются функционально-

дифференциальные уравнения, описывающие эволюцию систем с 

распределёнными параметрами, что актуально для авиации, энергетики и 

телекоммуникационных сетей. 

Физика и инженерные науки. 

В физике функциональные уравнения появляются при анализе симметрий и 

инвариантностей, что особенно характерно для квантовой теории поля и 

статистической механики. Например, уравнения перенормировки, определяющие 

поведение физических величин при изменении масштаба, имеют вид 

функциональных соотношений. В механике сплошных сред и термодинамике 

функциональные уравнения описывают уравнения состояния и законы 

сохранения. 

В инженерии функциональные зависимости используются для моделирования 

систем управления с обратной связью, цифровой фильтрации сигналов и анализа 

устойчивости динамических систем. В теории информации они лежат в основе 

формул для энтропии и кодирования, таких как уравнение Крафта–Макмиллана. 

Экономика и социальные науки. 

В экономике функциональные уравнения применяются для моделирования 

поведения агентов во времени, описания межвременного выбора, 

прогнозирования макроэкономических показателей и анализа устойчивости 

рынков. В теории игр они описывают равновесные стратегии в динамических и 

стохастических играх. 
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Примером является уравнение ожидаемой полезности фон Неймана — 

Моргенштерна, которое связывает предпочтения агента и вероятностные 

распределения исходов. Также функциональные уравнения используются в 

демографии (рост населения), эпидемиологии (распространение заболеваний) и 

социологии (диффузия инноваций). 

Современные вычислительные приложения. 

С развитием вычислительных технологий функциональные уравнения всё чаще 

используются как инструмент в задачах искусственного интеллекта и анализа 

данных. Нейронные сети могут обучаться на выборках значений функции и 

восстанавливать её аналитическую форму, что позволяет находить приближённые 

решения функциональных уравнений высокой размерности. Методы 

символической регрессии, основанные на эволюционных алгоритмах, 

применяются для автоматического вывода функциональных зависимостей по 

экспериментальным данным. 

В высокопроизводительных вычислениях (HPC) решаются многомерные 

функциональные уравнения, возникающие в моделях сложных систем: 

транспортных потоков, экономических сетей, экосистем и климатических 

процессов. Интеграция символьных и численных методов в системах 

компьютерной алгебры (например, Mathematica, Maple) открывает возможности 

для автоматизации анализа больших классов функциональных уравнений. 

Таким образом, область применения функциональных уравнений охватывает как 

фундаментальные математические исследования, так и широкий спектр 

практических задач в естественных и социально-экономических науках. Это 

делает их изучение ключевым направлением современной математики и 

междисциплинарных исследований. 

Заключение 

Функциональные уравнения представляют собой динамично развивающееся 

направление современной математики, соединяющее аналитические, 

алгебраические и вычислительные методы. Их теория не только решает 

фундаментальные вопросы, но и обеспечивает инструменты для описания 

сложных процессов в естественных и технических науках. В ближайшем будущем 

можно ожидать усиление роли вычислительных и интеллектуальных технологий 

в анализе и решении функциональных уравнений, а также рост их значимости в 

междисциплинарных исследованиях. 
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