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Аннотация 

Теория графов играет важную роль в решении задач оптимизации в различных 

областях науки и техники. В данной статье рассматриваются алгоритмические 

методы решения задач оптимизации, связанных с графами, такие как нахождение 

кратчайших путей, минимальных остовных деревьев, максимальных потоков и 

другие. Описываются алгоритмы Дейкстры, Флойда-Уоршелла, Краскала, а также 

их применения в реальных задачах, таких как оптимизация маршрутов, 

распределение ресурсов и планирование. Обсуждаются ключевые подходы и 

методы, а также их сложность и возможные улучшения. 
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Введение 

Теория графов — это раздел математики, изучающий графы как абстрактные 

структуры, состоящие из вершин и рёбер. Она используется для моделирования и 

решения множества практических задач, таких как оптимизация маршрутов, 

планирование, анализ сетей и многое другое. Одним из наиболее важных аспектов 

теории графов является решение задач оптимизации, где требуется найти 

наилучшее решение с учетом различных ограничений и критериев. Эти задачи 

охватывают как теоретические, так и прикладные области, и решение таких задач 

требует разработки эффективных алгоритмов. 

В данной статье рассматриваются алгоритмические методы решения задач 

оптимизации в теории графов, таких как задачи о кратчайших путях, 

минимальных остовных деревьях, максимальных потоках и другие. 

Алгоритмические подходы в этих областях позволяют эффективно решать 

реальные задачи, связанные с транспортировкой, распределением ресурсов, 

анализом сетевых потоков и т. д. 

1. Определение задачи оптимизации в теории графов 

Задачи оптимизации в теории графов заключаются в нахождении наилучшего 

решения для графа, удовлетворяющего заданным условиям. Эти задачи могут 

включать минимизацию или максимизацию различных характеристик графа, 

таких как стоимость, расстояние или пропускная способность. 

1.1. Кратчайший путь 

Задача нахождения кратчайшего пути между двумя вершинами графа является 

одной из самых распространённых задач в теории графов. Кратчайший путь — 

это путь, который имеет минимальную суммарную длину или стоимость. 

1.2. Минимальное остовное дерево 

Задача нахождения минимального остовного дерева (MST) заключается в 

нахождении подмножества рёбер, которое соединяет все вершины графа, 

минимизируя суммарную стоимость рёбер. 

1.3. Максимальный поток 

Задача максимального потока заключается в нахождении наибольшего 

возможного потока в сети с учётом ограничений на пропускную способность 

рёбер. 
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2. Алгоритмы для задач оптимизации в теории графов 

2.1. Алгоритм Дейкстры для нахождения кратчайшего пути 

Алгоритм Дейкстры решает задачу нахождения кратчайшего пути в графах с 

неотрицательными весами рёбер. Алгоритм работает по принципу жадного 

выбора и последовательно находит наилучший путь от начальной вершины до 

всех остальных. 

Формула для обновления расстояния: 

d(v)=min(d(v),d(u)+w(u,v))  

где: 

 d(v) — текущее расстояние от начальной вершины до вершины vvv, 

 u — соседняя вершина, 

 w(u,v) — вес рёбер (u,v). 

Алгоритм имеет сложность O(V2), где V — количество вершин, однако с 

использованием очереди с приоритетом можно достичь сложности O((V+E)logV) 

2.2. Алгоритм Флойда-Уоршелла для поиска кратчайших путей между всеми 

парами вершин 

Алгоритм Флойда-Уоршелла решает задачу нахождения кратчайших путей между 

всеми парами вершин в графе. Этот алгоритм использует динамическое 

программирование и позволяет учесть как положительные, так и отрицательные 

веса рёбер. 

Рекуррентная формула алгоритма: 

d(i,j)=min(d(i,j),d(i,k)+d(k,j))  

где: 

 d(i,j) — кратчайшее расстояние от вершины i до вершины j, 
 k — промежуточная вершина. 

Сложность алгоритма составляет O(V3),  где V — количество вершин. 

2.3. Алгоритм Краскала для нахождения минимального остовного дерева 

Задача минимального остовного дерева решается с помощью жадного алгоритма 

Краскала, который добавляет рёбра в остовный граф, начиная с рёбер 

минимального веса, и при этом избегает формирования циклов. 
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Алгоритм Краскала: 

1. Сортируем все рёбра по возрастанию их веса. 

2. Для каждого ребра, начиная с самого лёгкого, проверяем, не образует ли его 

добавление цикл в графе. 

3. Если цикл не образуется, добавляем ребро в остовное дерево. 

Сложность алгоритма составляет O(ElogE), где E — количество рёбер. 

3. Применение алгоритмов оптимизации в решении реальных задач 

3.1. Оптимизация маршрутов 

Задачи оптимизации маршрутов являются одними из наиболее распространённых 

в логистике, транспортных системах, телекоммуникационных сетях и даже в 

робототехнике. Например, алгоритм Дейкстры используется для поиска 

кратчайшего пути между двумя пунктами на карте, что помогает сократить 

затраты на топливо и время перевозки. Алгоритм Флойда-Уоршелла позволяет 

анализировать кратчайшие пути между всеми парами городов, что полезно для 

построения эффективных маршрутов между множеством точек. 

Особое значение имеют также задачи коммивояжёра (TSP, Traveling Salesman 

Problem), где необходимо найти кратчайший маршрут, проходящий через 

заданные точки ровно один раз и возвращающийся в начальную точку. Хотя 

задача коммивояжёра относится к NP-трудным, для её приближённого решения 

используют эвристики и алгоритмы, такие как алгоритм ближайшего соседа и 

генетические алгоритмы. 

Пример формулы для общей стоимости маршрута: 

C=∑𝑛−1𝑖−1 w(vi,vi+1)+w(vn,v1)  

где: 

 C — общая стоимость маршрута, 

 w(vi,vi+1)+ — вес (расстояние или стоимость) между вершинами vi, и vi+1 

Применение таких алгоритмов помогает также в построении маршрутов дронов, 

планировании доставки и системах навигации. 

3.2. Сетевые потоки 

Задачи сетевых потоков позволяют эффективно распределять ресурсы между 

источниками и потребителями. Алгоритм Эдмондса-Карпа, основанный на поиске 

в ширину, вычисляет максимальный поток в сети за полиномиальное время.  
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Применение таких алгоритмов особенно важно в инженерии (например, 

распределение воды по оросительным системам), в телекоммуникациях 

(оптимизация пропускной способности сетей передачи данных) и в управлении 

грузоперевозками. 

Классическим примером является задача транспортировки нефти или газа по 

трубопроводной системе с учётом ограничений на пропускную способность труб. 

3.3. Задачи на покрытие и раскраску 

Задачи покрытия и раскраски графов имеют широкое применение в планировании 

ресурсов, составлении расписаний и решении конфликтов. Например: 

 Покрытие вершин позволяет минимизировать количество точек (вершин), 

которые «накрывают» все рёбра графа. Это важно при минимальном 

размещении сенсоров или камеров наблюдения. 

 Покрытие рёбер помогает найти минимальное множество рёбер, 

соединяющих все вершины, что важно при проектировании сетей связи. 

 Раскраска графа используется для планирования, например, при 

составлении экзаменационных расписаний (чтобы экзамены по одному 

преподавателю или группе студентов не пересекались) или при раскраске 

карт, где соседние регионы должны быть разного цвета. 

Формула условия корректной раскраски: 

c(u)≠c(v), ∀(u,v)∈E  

где: 

 c(u) — цвет вершины uuu, 

 E — множество рёбер. 

Задачи на раскраску также встречаются в беспроводных сетях, где нужно 

минимизировать интерференцию между каналами. 

4. Заключение 

Задачи оптимизации в теории графов играют важную роль в различных 

прикладных областях, включая логистику, транспорт, распределение ресурсов и 

анализ сетей. Алгоритмы, такие как Дейкстры, Флойда-Уоршелла и Краскала, 

представляют собой мощные инструменты для решения этих задач. Их 

применение позволяет эффективно находить оптимальные решения, что имеет 

практическое значение в решении реальных проблем. С развитием 

вычислительных технологий и появлением новых методов оптимизации, теории 

графов и алгоритмы, используемые в них, продолжают развиваться и находить 

новые области применения. 
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