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В статье рассматриваются методы вариационного исчисления и их применение в 

решении оптимизационных задач. Обсуждаются основные теоретические 

концепции, такие как функционалы и принцип оптимальности, а также способы 

их применения для нахождения экстремумов в различных областях науки и 

техники. Особое внимание уделяется использованию этих методов в задачах 

оптимизации в инженерии, экономике и других сферах. 
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1. Введение 

Вариационное исчисление, будучи одним из наиболее мощных инструментов 

математики, помогает решать задачи оптимизации, в которых требуется 

нахождение экстремумов функционалов. Это универсальная методология, 

которая применяется во многих областях науки и техники — от физики и 

инженерии до экономики и биологии. В основе вариационного исчисления лежат 

принципы, основанные на поиске оптимальных путей или стратегий, что делает 

его применимым в решении реальных задач, от минимизации затрат до 

оптимизации сложных физических процессов. 

Методы вариационного исчисления обеспечивают возможность математического 

моделирования множества процессов, где ключевым фактором является 

зависимость параметров системы от функций, а не от обычных переменных.                   
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Эта область математики активно развивается и продолжает оказывать влияние на 

многие современные технологии. 

2. Теоретические основы вариационного исчисления 

Для того чтобы понять, как работает вариационное исчисление, важно 

разобраться в его теоретической основе. Вариационное исчисление основывается 

на изучении функционалов — функций, которые зависят не от чисел, а от 

функций. Эти функционалы часто описывают различные физические или 

экономические величины, которые можно минимизировать или максимизировать. 

Функционалы играют важную роль в теории оптимизации и математическом 

моделировании, и их применение охватывает широкий круг задач. Примером 

может служить функционал, определяющий минимизацию пути, по которому 

движется объект, или оптимизацию энергетических затрат в механической 

системе. 

Функционал имеет следующий вид: 

J[y]= dx∫ 𝐿
𝑎

𝑏
(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))  

L(x, y(x), y'(x))— это лагранжиан, который зависит от независимой переменной 

xxx, функции y(x)y(x)y(x) и её производной. Цель — найти функцию y(x), которая 

минимизирует (или максимизирует) данный функционал, что требует решения 

уравнений Эйлера-Лагранжа. 

Уравнение Эйлера-Лагранжа, будучи основным инструментом вариационного 

исчисления, представляет собой дифференциальное уравнение: 

𝜕𝐿

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥
 (
𝜕𝐿

𝜕𝑦′
)=0 

Это уравнение позволяет находить функцию, которая оптимизирует заданный 

функционал. В зависимости от задачи, уравнение может быть решено различными 

методами — аналитически или численно. 

3. Применение вариационного исчисления в оптимизационных задачах 

Вариационное исчисление находит применение в решении оптимизационных 

задач, где необходимо минимизировать или максимизировать определенный 

функционал. Оптимизационные задачи, в свою очередь, могут включать задачи в 

различных областях науки и техники, где требуется принятие оптимальных 

решений с учетом множества параметров и ограничений. Такие задачи могут 

касаться как теоретических исследований, так и практических приложений в 

различных областях жизни и деятельности человека. 
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3.1 Оптимизация в инженерных задачах 

В инженерии вариационное исчисление применяется для оптимизации 

конструкций и процессов. Применение методов вариационного исчисления в 

инженерных задачах охватывает такие области, как механика, строительные 

технологии, а также оптимизация процессов тепло- и массового обмена в 

химической и энергетической промышленности. 

3.1.1 Строительство 

В строительстве вариационные методы могут быть использованы для 

оптимизации проектирования зданий и сооружений с целью минимизации 

расходов материалов при сохранении необходимой прочности и устойчивости 

конструкции. Например, в задаче оптимизации конструкции мостов или других 

больших объектов можно рассматривать функционал, который зависит от массы 

материалов, из которых построено сооружение, и его прочностных характеристик. 

Применяя методы вариационного исчисления, можно найти такой тип 

конструкции, который минимизирует расход материалов, при этом сохраняет 

требуемые механические характеристики, такие как прочность на сдвиг, 

усталостная прочность и устойчивость. 

3.1.2 Механика 

В механике вариационные методы используются для нахождения траектории 

движения объектов при учете внешних сил и ограничений. Эти задачи включают 

в себя такие примеры, как минимизация пути, минимизация времени движения, а 

также минимизация энергии, затрачиваемой на выполнение механического 

движения. Например, задача, которая заключается в нахождении траектории 

движения частицы, может быть решена с использованием вариационного 

исчисления. Частица, под действием силы тяжести, будет двигаться по пути, 

который минимизирует путь при условии, что скорость объекта фиксирована или 

подчиняется некоторым ограничениям. Это классическая задача в механике, и она 

основывается на принципе минимального действия, предложенном в теории 

физики. 

Задачи оптимизации в механике часто решаются с использованием уравнений 

Эйлера-Лагранжа, которые являются основой вариационного исчисления. Они 

позволяют найти траекторию движения, которая минимизирует тот или иной 

функционал, например, длину пути или энергию. 

3.1.3 Теплотехника и химическая инженерия 

В химической и энергетической инженерии вариационные методы могут быть 

применены для оптимизации процессов тепло- и массопереноса.  
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Например, в задачи по оптимизации теплообменных процессов входит 

нахождение оптимальных условий для передачи тепла, минимизации 

энергозатрат и улучшения энергоэффективности. 

3.2 Экономические и финансовые задачи 

В области экономики и финансов вариационные методы активно применяются 

для решения задач максимизации прибыли, минимизации затрат или для 

оптимизации распределения ресурсов в сложных экономических моделях. В таких 

моделях важно учитывать множество взаимозависимых переменных и 

ограничений, что делает вариационное исчисление полезным инструментом. 

3.2.1 Оптимизация затрат 

Один из примеров применения вариационного исчисления в экономике — это 

задача оптимизации затрат в производственном процессе. Здесь можно 

рассматривать функционал, который зависит от различных параметров 

производства, таких как количество рабочих, расход сырья или время 

производства. Целью является минимизация общих затрат с учетом ограничений, 

таких как сроки выполнения заказов, ограничения на количество работников, 

технологические ограничения и другие параметры. 

Для решения таких задач можно использовать метод Эйлера-Лагранжа, который 

позволяет найти оптимальные параметры, которые минимизируют затраты при 

данных условиях. Вариационное исчисление позволяет получить математическую 

модель для такой задачи и применить ее для нахождения оптимальных решений. 

3.2.2 Оптимизация распределения ресурсов 

В области экономики вариационное исчисление может применяться для решения 

задач распределения ограниченных ресурсов, например, для оптимизации 

потоков капитала или распределения производства между различными 

производственными единицами. В таких случаях функционал, который 

необходимо минимизировать или максимизировать, может зависеть от множества 

факторов, таких как цены, спрос и предложение, технологии производства и 

другие экономические переменные. 

Вариационные методы также могут быть использованы для решения задач в 

теории игр, где необходимо найти оптимальные стратегии для различных 

участников экономического процесса. Например, в задаче максимизации прибыли 

при множестве участников, каждый из которых стремится максимизировать свою 

собственную выгоду, вариационное исчисление позволяет найти такую 

стратегию, которая оптимизирует общий результат. 
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3.3 Биологические и экологические задачи 

В биологии и экологии вариационные методы могут использоваться для 

оптимизации биологических процессов. В таких задачах необходимо 

минимизировать или максимизировать какие-то параметры, связанные с 

функционированием живых существ, например, минимизация энергии, 

затрачиваемой на поддержание жизнедеятельности организма, или нахождение 

оптимальных траекторий миграции животных. 

3.3.1 Минимизация затрат энергии 

Задача минимизации энергии, затрачиваемой живыми существами на 

поддержание жизнедеятельности, является важной в биологии и экологии. 

Например, можно рассматривать проблему минимизации энергии, затрачиваемой 

растениями на фотосинтез или животными на поиск пищи. В этих задачах 

вариационное исчисление позволяет найти такие параметры, которые 

минимизируют расход энергии при различных внешних условиях. 

3.3.2 Оптимизация миграции животных 

Применение вариационного исчисления может быть полезным для нахождения 

оптимальных траекторий миграции животных. В этой задаче можно 

рассматривать функционал, который зависит от пути миграции, условий, таких 

как доступность пищи, климатические условия и расстояния, которые животные 

должны преодолевать. Целью задачи является нахождение оптимального пути, 

который минимизирует затраты энергии на миграцию. 

3.3.3 Оптимизация экосистем 

В экологии вариационные методы могут применяться для решения задач 

оптимизации в экосистемах, таких как нахождение оптимальных уровней 

популяции животных в рамках устойчивой экосистемы. Например, можно 

рассматривать задачу минимизации затрат энергии на поддержание популяции 

животных при минимальных потерях для экосистемы. Это может включать в себя 

задачи на оптимизацию распределения ресурсов, такие как растения, пища и 

местообитания, чтобы максимизировать устойчивость экосистемы в 

долгосрочной перспективе. 

4. Примеры и приложения 

4.1 Задача Браки 

Одна из самых известных задач, решаемых с помощью вариационного 

исчисления, — это задача Браки.  
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Задача заключается в нахождении траектории, по которой движется объект, 

минимизируя время или энергию, затраченную на его движение. Это 

классический пример применения методов вариационного исчисления в 

механике. 

4.2 Задача минимизации энергии 

В физике вариационное исчисление применяется для нахождения траекторий, по 

которым движутся частицы, минимизируя энергию. Этот принцип, известный как 

принцип наименьшего действия, является фундаментальным в классической 

механике и квантовой теории поля. Вариационное исчисление позволяет найти 

путь, по которому частица двигается от одной точки к другой, если учитывать 

силу тяжести и другие факторы. 

4.3 Оптимизация транспорта 

В современной логистике вариационные методы широко применяются для 

оптимизации транспортных потоков, минимизации затрат на перевозки и 

нахождения оптимальных маршрутов. Задачи оптимизации маршрутов с учётом 

множества переменных и ограничений решаются с использованием 

вариационного исчисления и методов численного анализа. 

5. Современные подходы и исследования 

Современные исследования в области вариационного исчисления направлены на 

разработку более эффективных методов численного решения задач. В частности, 

применяются методы конечных элементов для приближенного решения 

сложных задач оптимизации, которые не поддаются аналитическому решению. 

5.1 Методы численного решения 

Современные алгоритмы численного решения вариационных задач, такие как 

метод Гаусса-Ньютона и методы градиентного спуска, активно используются 

для решения многомерных задач оптимизации. Эти методы позволяют 

эффективно решать задачи, в которых функционалы имеют сложную структуру 

или включают большое количество переменных. 

5.2 Применение в нейросетях 

Интересным направлением является использование вариационного исчисления 

для оптимизации нейронных сетей и машинного обучения. В этом контексте 

задачи оптимизации, связанные с минимизацией ошибок прогнозирования, могут 

быть решены с использованием методов вариационного исчисления, что 

открывает новые перспективы в области искусственного интеллекта. 
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